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OBJETIVOS

> Discutir el concepto de correlacion

» EXxponer algunas limitaciones.

» Presentar algunas herramientas y conceptos utiles.

» Todo ello en relacién con las finanzas (riesgo de mercado y
riesgo de crédito).




CORRELACION

» Concepto absolutamente extendido y a la vez mal entendido

> En general por correlacion se entiende cualquier tipo de
dependencia/relacion entre variables aleatorias.

» Sin embargo, la correlacién es tan s6lo una medida entre
muchas otras de la relacion que existe entre variables aleatorias.

» Es la medida base en el universo de las distribuciones normales
(gaussianas), mas genéricamente en el universo de las
distribuciones esféricas y elipticas.

» Se ha extendido por extrapolacion la utilidad de la correlacion
lineal al resto de distribuciones

ALGUNOS PROBLEMAS CON LA CORRELACION:

v' Para que exista correlacién, las varianza de X e Y deben existir,
esto es, las variables aleatorias con distribuciones de colas gruesas
no tienen correlacioén

v" Independencia implica correlacién cero, pero no al revés.
Ejemplo Y=X?, donde X es normal (0,1).
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ALGUNOS PROBLEMAS MAS CON LA CORRELACION:

: gﬂ????
v" Solo en el entorno de las norma efddtﬂﬁﬁ!/ riantes podemos
interpretar correlacion ced"ng iIndependencia.

v Sin emba&@tﬁn&%ales correlacionadas cero no implica
necesariagé independencia

NO, porque...

v'Que las distribuciones marginales sean Normales no implica
gue la distribucion conjunta sea una normal multivariante,

v Existen infinitas distribuciones bivariantes con una
correlacion dada y con marginales gaussianas. Veamos un
ejemplo...

.
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CUESTION

Uno de estos conjuntos de
puntos sigue una
distribucion normal
bivariante. ¢Cual?

an




Vamos a quedarnos con
las distribuciones 1y 2

Estos puntos se han generado a partir de dos distribuciones
normales correlacionadas (P = 0,71)




Estos otros puntos... ;También se han generado a partir de dos
distribuciones normales correlacionadas (0 = 0,71)!

...no siguen la misma distribucién y sin embargo sus distribuciones
marginales son normales con la misma correlacion.




Las diferencias entre los dos conjuntos de puntos son evidentes...

...no siguen la misma distribucién y sin embargo sus distribuciones
marginales son normales con la misma correlacion.

¢qué conclusiones podemos sacar en términos de riesgo de mercado?
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... Aunque los factores de riesgo sean individualmente normales, el
riesgo de la cartera puede ser mayor de lo que creemos.
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Lo sorprendente es que,
como vemos, las
distribuciones marginales
de los ejemplos son
perfectamente normales
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LAS COPULAS

(en estadistica)

Una copula es una distribucién multivariante cuyas distribuciones
marginales son uniformes (0,1).

C(u,uy,,..,u,)

Sean x,,Xx,,...,X, variables aleatorias con distribuciones acumuladas
marginales F,(x,), F,(X,),...,F,(X,). Entonces:

F (X, Xy1ees X, )= C(F (X)), By (X,)yees Fo (X))

define una distribucién conjunta acumulada cuyas marginales son
precisamente F,(*), F,(*),....F,(").




LAS CO P U LAS (en estadistica)

Es posible mapear las variables aleatorias en variables uniformes a
través de su distribucion acumulada. La estructura de dependencia
vendra determinada por relaciones entre distribuciones uniformes.

Si se le da la vuelta al argumento, una cépula es un instrumento
magnifico para la simulacién de variables aleatorias con distribuciones
marginales dadas, solo habremos de simular variables uniformes con
estructuras de correlaciones determinadas.

Teorema de Sklar

Sea F(x;,X5,...,X,;) una funcion de distribucion acumulada, entonces
existe una n-cépula tal que,

F (Xy) Xg 0 X, )= C(FL(%), Fy (X5)seery Fr(X,))

Las copulas permiten separar la estructura de dependencia
multivariante de la estructura de distribuciones marginales
univariantes.

Veamos gue sucede si
mapeamos las
distribuciones
anteriores a uniformes...




El grafico 3 se ha generado a partir de la llamada copula de Frank.
A continuacion podemos ver su distribucion acumulada y su densidad.

C(u,v):éln%+(ea'u _ei)ge;v_l)g —0< g <o

Cuanto mayor es el parametro a, en valor absoluto, mayor es la
relacion entre las dos variables.
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El grafico 1 se ha generado a partir de la llamada copula de Clayton.
A continuacion podemos ver su distribucion acumulada y su densidad.

1

C(u,v):(u"’+v"’ —1)_0 a>1

Nuevamente, cuanto mayor es el parametro a, mayor es la relacion
entre las dos variables.
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¢ Qué esta pasando? ¢Qué conclusion podemos sacar?

El concepto de correlacion “hace aguas”, solo tiene sentido en
determinados entornos, en otros hay que interpretarlo con sumo
cuidado.

En resumen: La correlacién no caracteriza la estructura de
relaciones entre las variables aleatorias, estas estructuras
en general son muy ricas y dificilmente se pueden capturar
con un solo parametro.

Existen otras medidas de correlacion, o mejor dicho, de relacion
entre variables aleatorias, mencionemos dos:

e La correlaciéon de Spearman
e La Tau de Kendall

Recordemos el concepto “tradicional” de correlacion, que llamaremos
correlacion lineal:

Cov(X,Y)

X Y)= JVar(X)yVar(Y)

La correlacién de spearman se define como:

Cov(F, (X),F, (Y))
ar (F, (X))-yVar(F, (Y))

ps(x !Y) = pI(FX (X)’ I:Y (Y)) = \/V

La correlacion de spearman no es mas que la correlacion lineal
pero en el mundo de las distribuciones uniformes, esto es, las
variables aleatorias previamente se transforman en
uniformes.




La Tau de Kendall se define como:

P, = Pl(X, = X,)(Y, =Y,) > 0] -H (X, = X,)(Y, -Y,) < (]

—~ ~
Puntos concordantes Puntos discordantes

Correlacion positiva indica que hay mas
Y L puntos concordantes que discordantes y
viceversa

Xy X

Exi-s:te una relacion entre la corre- E> Pr(x Y)= g-arcsin(p, (X ,Y))
lacion lineal y la Tau de Kendall T

Para estimar empiricamente la Tau de Kendall se recomienda la
foérmula siguiente c—d

T:\/c+d +e,/C+d +e,

correlacion lineal se ve muy afectada por los datos atipicos...

MUESTRA SIN ATIFICOS
Carrelacian lineal 0O ,23%
Tau de Kendall 0 49995
Caorr. a partir de Tau J0.71 %

¥ = 0,6830x + 0,0586
R = 04925

MUESTRA CON ATIPICOS

Correlacian lineal 51,77 %
. Tau de Kendall 0,49455

" a 7 oA Corr. a partir de Tau F014%

y = 33903 + 00614
P R* = 0268

...sin embargo la Tau de Kendall es mucho mas robusta




Riesgo de crédito, correlaciones y la probabilidad
conjunta de incumplimiento

Para dos préstamos existen cuatro posibles escenarios:

- Incumplen
Solo incumple 2 : aumbgs
(Dzzl, D1:O) I (D2:1’ Dlzl)
Ninguna | .. .
incugr]nple | Solo incumple 1
(D,=0, D,;=0) | (D,=0, D,=1)

p,: Probabilidad de incumplimiento de la compaiiia 1. P(D,=1)
p,: Probabilidad de incumplimiento de la compafiia 2. P(D,=1)

P,g-: Probabilidad de incumplimiento conjunto. P(D,=D,=1)

i Notese que por definicion p,g, < Min(p4,p,) !

En el entorno de las variables aleatorias bernouilli, las correlaciones
son “algo” diferentes:

Datos :

E(D,) = p, 05, =-/p 0L-p,)
E(D,) = p, 0o, =P, L~ p,)
corr(D;,D,) = C?D(lDDll;ZZ)

cov(D,, D,) = (p; = Pigo) L= p,) O = p,) +(P; = Pagy) O = py) L= p,) +
+ P, 1= p) L= p,) + (1= (P, + P, = Prer)) 0= p,) O - p,) =... =
= P2 ~ Po LD,
_ Piez ~ Py LP,
Jp. OL-p,) O/p, OL- p,)

La correlacion vemos que es funcion de las probabilidades
individuales de incumplimiento y de la conjunta.

corr(D,,D,) = Ppo, o,




— — Preo = Py Epz
corr(D,,D,) = =
( 1 2) le,Dz \/p1 ﬂl— pl) sz qu_ pz)

Vamos a analizar la funcion anterior, un primer caso,
sencillo, es p,;=p,=p

2

_ ~ P, — PP _ P =P
corr(D,,D,) = = B
(D,,D,) P, b, X/pEQ]_—p)D/p[Ql_p) pl-p)

Peo = P° + Po, b, E(p [(1- p))

- p

Como 0 < < p entonces
Prea = P (1- p)

< Po,p, <1

i La correlacion no puede ser -1 salvo que p=0,5"!

Limites a las correlaciones de default entre dos contrapartidas cuando
las dos probabilidades de incumplimiento son iguales
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Si las probabilidades de default son bajas, que es lo habitual, las
correlaciones no pueden muy negativas y la cobertura del riesgo debera
hacerse mediante diversificacion.




_ _ P2 = P LD,
corr(D,,D,) = =
PP oo = - p) 0 - )

El caso general es para p,#p,: supongamos sin pérdida de
generalidad que p,<p,

P> = Py [pz v le,D2 E‘L/pl Ull— p1) |:L/pz qu_ pz)

Como 0 < pe, <min(p,, p,) = p, entonces

Y [pz P EQ]-_ pz)
\/pl Hl— pl) |:L/pz qu_ pz) ) le,Dz <\/p2 E‘[]-_ p1)

i Salvo que p,=p, la correlacion no puede seriguala 1!

Por tanto, las contrapartidas con diferente calidad crediticia no podran
tener correlacion perfecta.

Limite superior de las correlaciones de default en el caso general en
el que las probabilidades de incumplimiento no son iguales

Correlacion maxima




//

[
COMPANIA 1
Nl

S
c
N
= v 5 2 c
@ ) ic 8
o = >5  8%%
n% I 0w € 3
5 %1 2G Sg2
c o
2 o % T S ®
S "~ c o
o c %L o =
T 3 © 8
%T0 o ©
c O m c
L < [ %8t s 9
= O Q
3 C %ty £ @
o L 7 ol _
o
o £ %0Y mm !
S 2 o o ,
o £ | %9€ =g R
S S %zE =8 |
< T I\ %82 ..m.m
L un —_ 1
~ o N 0 _ R
= wre o c O | ! LR
O ®© , hnwa _ ! SSE -
0 2 %02 o = ! EE3
<3 Q c _ ! Z o &
am %971 nla..m , , T , , T
— | ) -~
S £ | £ = g o
s = | 5 0.2 \
y— ) , .qu%..u .
£ © G / z |/
— O /
29 »o S \
= S o
/mlq T T T ! mo O
4o — © © <. . o S E=2
R T A S5 3
ewiiUIW UQlIdR[31I0)




El modelo de Merton para dos contrapartidas con correlacion de activos

cercanaal

_| compaiiia

Las dos
compafiias
incumplen
_ ]
APl = — —

Ninguna

incumple

[
COMPANIA 1

El modelo de Merton para dos contrapartidas con correlacion de activos

negativa
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Cémo se estima la probabilidad de incumplimiento conjunto? Para ello
“tan s6lo hay que calcular el volumen de campana que cae por encima
de la region de incumplimiento conjunto”, dicho volumen dependera de
3 factores:

e Las 2 probabilidades individuales de incumplimiento
e La correlacion de activos

AN

===
]

Finalmente, vemos que la correlacion de default es también una funcién
de los mismos 3 factores:

eLas 2 probabilidades individuales de incumplimiento
eLa correlacion de activos

— Pie. — P, Upy —
\/pl [(1_ p1) Ek/pz E(l_ pz)

— g(plipipActivos ) = p, Lip,
\/p1 E(l_ pl) |:‘l\/pz [(1_ pz)

El modelo de Merton es un modelo de copulas semejante a los que
antes hemos visto, en este caso se determina la estructura de
dependencia entre variables aleatorias bernouilli a través de variables
ocultas gaussianas. Es lo que se denomina una “copula gaussiana”.

corr (D;,D,) = Po, b,

= f(pl, p’pActivos )

Co (Uy,Uyronn ) = O (07 (1), D7(U,),... D7 (U,))

Donde, ®,(-) es una distribucién normal estandar multivariante
con estructura de correlaciones Q y ®~*(-) son normales
univariantes estandar inversas




RESUMEN Y CONCLUSIONES

» Hemos visto que la correlacion es un concepto particular
para medir la relacion entre variables aleatorias y que las
distribuciones marginales mas la estructura de correlaciones
no definen las distribuciones conjuntas

 Hemos definido el concepto de cépula que nos podréa ser
util para simular variables aleatorias con distribuciones
marginales determinadas, ademas hemos visto algunos
ejemplos

e Hemos visto algunas medidas nuevas de la relacion entre
variables aleatorias, la rho de Spearman y la Tau de Kendall,
en particular hemos visto otra forma de estimar la
correlacion lineal.

e En relacion al riesgo de crédito hemos visto el modelo de
Merton como un caso particular de copula, ademas hemos
visto que las correlaciones de default son muy diferentes de
las correlaciones con las que habitualmente trabajamos.
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