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RESUMEN

El movimiento browniano, caracterizado por la independencia y la normalidad de la
distribucion de sus incrementos, es uno de los modelos mas utilizados para describir el
precio de una accidn. Sin embargo, los datos empiricos no se ajustan bien del todo en la
serie Ibex35, que es como nos referiremos a la serie de los logaritmos de los cierres
diarios del indice Ibex35 durante la década de los noventa (desde el dia 2-01-1991 hasta
el dia 29-12-2000), ya que, en esta serie los incrementos de los precios presentan cierta
dependencia y su distribucion empirica difiere de la distribucion normal.

En los afios sesenta, Benoit B. Mandelbrot (1924-), al que se considera como el padre
de la Geometria Fractal, propuso dos generalizaciones del movimiento browniano para
modelizar la evolucion de los precios de un activo financiero: los movimientos
brownianos fraccionarios y los movimientos L-estables. En este trabajo se compara la
dimension fractal de las graficas de la serie Ibex35 con las de estas generalizaciones y
se analizan las consecuencias a la hora de describir como un proceso estocastico este
tipo de series temporales.

Palabras clave: Serie temporal, proceso estocdstico, movimiento browniano,

movimiento L-estable, dimension fractal.

XIII Jornadas de ASEPUMA 1



Murioz San Miguel, J.

1. ANTECEDENTES

El movimiento browniano, caracterizado por la independencia y normalidad de la
distribucion de sus incrementos, fue uno de los primeros modelos utilizados para
describir la evoluciéon de una serie temporal como un proceso estocdstico, ya que
aparecid por primera vez asociado a los precios de una accidén en 1900 en la tesis de
Louis Bachelier “Theory of speculation”. Sin embargo, no cobré importancia hasta que
en 1965 el premio nobel en Economia Paul A. Samuelson (1915-), basandose en la idea
de trabajar con los logaritmos de los precios que aparecia en 1959 en un articulo de M.
F. M. Osborne, “Brownian motion in the stock market”, propuso el movimiento
browniano geométrico o econémico en el cual los logaritmos de los precios son los que
siguen un movimiento browniano con tendencia. Aunque desde entonces es uno de los
modelos mas utilizados para describir el precio de una accion, los datos empiricos no se
ajustan bien del todo al modelo, ya que los incrementos de los precios de la mayoria de
las acciones presentan cierta dependencia y su distribucion empirica difiere de la
distribucion normal (figura 1).
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Figura 1: Incrementos logaritmicos diarios del precio de las acciones de la serie Ibex35:

Las autocorrelaciones empiricas, aunque pequefias, son significativamente
distintas de cero, ya que, partiendo de un primer valor p(1)=0.091, para retardos de
todos los 6rdenes aparecen valores superiores a su mitad en modulo.

La distribucién empirica presenta diferencias con la distribucion correspondiente
a una normal con la misma media y varianza: hay un fuerte nivel de apuntamiento, con
una curtosis muestral marcadamente positiva k,=3.3141, la distribucion esté ligeramente
sesgada a la izquierda, con un coeficiente de asimetria muestral B,=-0.2521.

Las colas de la distribucion son sensiblemente mayores que las correspondientes
a una normal.

En los afios sesenta, Benoit B. Mandelbrot (1924-), al que se considera como el padre
de la Geometria Fractal, propuso dos generalizaciones del movimiento browniano para
modelizar la evolucion de los precios de un activo financiero: los movimientos
brownianos fraccionarios, que sélo tienen incrementos independientes en el modelo
original, y los movimientos L-estables, con incrementos independientes y distribuidos
segiin una distribucion estable que generaliza a la normal. Ambas generalizaciones
tienen diferencias esenciales, pero sus grafos comparten dos caracteristicas tipicas de
los conjuntos fractales que nos van a permitir estudiarlos de forma conjunta (figura 2):
e La autoafinidad estadistica, que hace que los grafos que se obtienen cuando se
reduce la escala temporal para representarlos tengan una apariencia similar.
e El valor no entero de su dimension, que nos permitira caracterizar el proceso al
tener en cuenta que la dimension esta relacionada con las variaciones que los
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grafos experimentan entre puntos proéximos, de tal forma que cuanto mayor sea
el valor de la dimensién mayores seran estas variaciones.
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Figura 2: Al representar la serie Ibex35 se obtiene un grafo con una apariencia erratica e
irregular que no admite una aproximacion lineal. Cuando la representamos en intervalos
de tiempo de duracion decreciente este comportamiento se mantiene con independencia
de la escala y los grafos muestran, en cierto sentido, una apariencia similar.

2. DIMENSION FRACTAL

La dimension fractal de un conjunto estd relacionada con la forma de asignarle un
tamafio numérico que refleje su medida a distintas escalas, por lo que dependiendo de la
forma en que se aborde el problema aparecen distintos conceptos. De entre todos,
vamos a utilizar el concepto de dimension de recuento por cajas, que surge cuando al
estudiar el comportamiento del nimero minimo de conjuntos de didmetro & necesarios
para recubrir a un conjunto se observa que para valores decrecientes de 6 este nimero
crece proporcionalmente a 8 (otras definiciones y su relacion con ésta, al igual que los
resultados que utilizaremos en esta seccion, se pueden consultar, por ejemplo, en
Falconer 1990 o en Mufioz 2002).

Definicion 2.1: Sean (X,d) un espacio métrico y FEX, compacto y no vacio.

Sea N(8,F) el menor nimero de conjuntos de diametro & necesarios para recubrir a F,
definimos la dimension de recuento por cajas como

) . logN(o,F
dim,(F) = l;mM
520 —logo
si tal limite existe (supondremos que existe el limite, ya que en el caso de que no exista
se pueden utilizar tanto el limite superior como el inferior). £
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Figura 3: La representacion del grafo de funciones con dimensiones 1.25, 1.50 y 1.75
muestra que las variaciones que experimentan los valores de una funciéon entre puntos
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proximos estan relacionadas con el valor de su dimension, de tal forma que cuanto
mayor es éste mas erratico es el comportamiento de la funcion.

En el caso particular de un subconjunto plano, se obtiene una definicién de dimensién
equivalente si tomamos como N(J, F) el nimero de cuadrados de una 6-malla que
cortan al conjunto, lo que hace que el procedimiento para el célculo empirico de la
dimension comience por su representacion grafica en un rectangulo. A continuacion se
consideran sucesiones de la forma 8,=C/2" y se toman los valores de & comprendidos
dentro de un rango de escalas que queda determinado al elegir unos valores minimos y
maximos para k. Para cada uno de estos valores se divide el rectangulo en cajas de lado
0 formando una d-malla sobre la que se cuenta el nimero de cajas que cortan al
conjunto, N(9, F). Si este conjunto tiene dimension D, cuando o tiende a cero el numero
de cajas de la -malla que cortan al conjunto crece proporcionalmente a §°, N(8)~ ¢8>,
con lo que si tomamos logaritmos,
log N(8) = log c- D log o (2),

podemos obtener la dimension como la pendiente de la recta que aproxima, en el
sentido de los minimos cuadrados, a los pares (-log d, log N(9)) obtenidos (figura 4).
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Figura 4: El proceso que se sigue para estimar empiricamente la dimension de un
conjunto contenido en el plano es el que hace que la dimension de recuento por cajas
reciba este nombre, ya que basicamente consiste en contar el nimero de cajas que
cortan a una representacion grafica del conjunto sobre una d&-malla y estudiar su
evolucion cuando § tiende a cero.

En la serie Ibex35, hemos estimado el nimero de cajas que cortan al grafo sobre cada
intervalo de longitud & como el cociente entre el rango de la serie en el intervalo y 6 (un
analisis exhaustivo de esta estimacion se puede ver en Mufoz 2002 pp. 125-148).
Después hemos calculado los valores de la dimension que aparecen al tomar distintos
valores minimos y méaximos de k. Al considerar como dimension del grafo su valor
medio y como error la desviacion absoluta media, se obtiene:

D =1.3663 + 0.0202.

3. AUTOAFINIDAD ESTADISTICA

Un proceso estocastico autoafin es un proceso en el que al cambiar la escala temporal se
obtiene un proceso cuyas distribuciones finito dimensionales sélo difieren de las del
proceso original en la escala espacial:

Definicion 3.1: Un proceso estocastico {X(t), t € T} que comienza en el origen (casi
seguro) es un proceso autoafin si:

Va>0 3b>0 talque {X(at)}={bX(t)} Vt: t,ateT X
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En todo lo que sigue supondremos, para eliminar los procesos que no son mas que una
tendencia, que el proceso es no trivial y, por razones técnicas, que el proceso es
estocasticamente continuo, en t para todo te T. Bajo estas hipdtesis, el cambio de escala
espacial, a, y el cambio de escala temporal, b, verifican una relacion de tipo
exponencial, b=a" (Lamperti 1962):

Teorema 3.2: Sea {X(t), t € T}un proceso estocastico autoafin que comienza en el
origen (casi seguro), no trivial y estocdsticamente continuo (en t Vte T).

Existe un tnico H>0, que recibe el nombre de exponente de autoafinidad del proceso,
tal que

Va>0 {X(at)}={a"X(n)} Vi: tateT (5)

Para explicitar el valor de H diremos que el proceso es H-autoafin -
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Figura 5: En una funcién autoafin, en la cual la autoafinidad es deterministica, al
cambiar la escala temporal se obtiene una funcién que sélo difiere de la original en la
escala espacial y cuyo grafo es el mismo. Sin embargo, al cambiar la escala temporal en
un proceso autoafin, en el cual la autoafinidad es estadistica, aunque el proceso so6lo
difiere del original en la escala espacial, los grafos son distintos (tienen el mismo
aspecto en un sentido estadistico ya que los incrementos siguen la misma distribucion).

3.1. Procesos Autoafines con Incrementos Estacionarios

En un proceso autoafin con incrementos estacionarios, la relacion entre la distribucion
del proceso en un instante cualquiera con la distribucion del proceso en un instante
concreto hace que las esperanzas, varianzas y covarianzas del proceso s6lo dependan
del exponente de autoafinidad y de la distribucion del proceso en ese instante, de forma
que seran finitas siempre y cuando lo sean en un instante concreto. Ademas, si la
esperanza del proceso es finita y suponemos que el exponente de autoafinidad del
proceso verifica 0<H<I esta esperanza sera nula y si el proceso tiene varianza finita las
covarianzas entre los distintos instantes del proceso estdn determinadas por su
exponente de autoafinidad y coinciden con las de un movimiento browniano
fraccionario del mismo indice; lo que hace que para el estudio de la dependencia de los
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procesos autoafines a través de las covarianzas podamos centrarnos en el movimiento
browniano fraccionario que veremos posteriormente

Por otra parte, en un proceso autoafin con incrementos estacionarios, salvo por escala,
la distribucidon de un proceso autoafin tiene que ser la misma en todos los instantes del
proceso y los incrementos correspondientes a intervalos de distinta duracion tienen que
tener la misma distribucion. Desde este punto de vista, los movimientos brownianos,
tanto el clasico como los fraccionarios, no son adecuados para describir la evolucion de
la serie Ibex35 como un proceso autoafin, ya que en todos los casos aparecen
diferencias con la distribucion normal, que es la distribucidon que siguen los incrementos
de un movimiento browniano, tanto clasico como fraccionario (figura 6).
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Figura 6: Las diferencias de la distribucion empirica de los incrementos logaritmicos de
los cierres semanales y mensuales de la serie Ibex35 con la distribucion que
corresponderia a una normal con igual media y varianza son las mismas que aparecian
en los cierres diarios: gran parte de la distribucion se agrupa en torno a la media, esta
sesgada a la izquierda y sus colas son mayores que las correspondientes a la normal.

3.2. Procesos Autoafines Normales

En un proceso cuyas distribuciones finito dimensionales son normales, proceso
gaussiano, las esperanzas y varianzas siempre son finitas y las distribuciones finito
dimensionales s6lo dependen de las medias, varianzas y covarianzas. Como un proceso
H-autoafin gaussiano con 0<H<I queda determinado, salvo escala, por su exponente de
autoafinidad, un proceso H-autoafin gaussiano con incrementos estacionarios tiene que
ser un movimiento browniano fraccionario de indice H cuya varianza es proporcional al
incremento temporal, movimiento browniano clasico, o a una potencia suya,
movimiento browniano fraccionario

Al analizar la consistencia de la hipdtesis de normalidad estudiando el comportamiento
con respecto a la escala temporal de la media y varianza de los incrementos de la serie
Ibex35 se observa que, aunque las medias muestran una tendencia lineal que parece
indicar que seria posible representar la serie como la suma de una tendencia y un
proceso con media cero, el comportamiento de la varianza es erratico, lo que no
sucederia si este proceso fuese un movimiento browniano, ya que la varianza deberia
ser proporcional al incremento temporal o a una potencia suya (figura 19).
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Figura 7: Si en la serie Ibex35 consideramos periodos cada vez mayores, las medias
siguen una tendencia lineal pero el comportamiento de la varianza es erratico.

3.3. Procesos Autoafines con Incrementos Independientes

Dentro de los procesos con incrementos estacionarios, cuando consideramos procesos
con incrementos independientes hablamos de procesos de Lévy:

Definicion 3.3 Un proceso estocastico real que comienza en el origen casi seguro y es
estocasticamente continuo en t, V teT, es un proceso de Lévy si:

e tiene incrementos estacionarios,

e tiene incrementos independientes. £

Las distribuciones estables, que son una generalizacion de la normal son las unicas
posibles en los procesos de Lévy que presenta la caracteristica fractal de autoafinidad
estadistica (Embrechts y Maejima 2000):

Teorema 3.4 Sea {X;, teT} un proceso de Lévy no trivial.

{Xi} es H-autoafin si y s6lo si {X;} es estrictamente a-estable (a: 0<a<2).

En este caso, H= 1/a. -

Figura 8: Las distribuciones estables con esperanza finita estan comprendidas entre la
distribucion normal (a=2), que tiene esperanza y varianza finita, y la distribucién de
Cauchy (o = 1), cuya esperanza y varianza son infinitas.

Como este teorema hace que las distribuciones estables sean las Uinicas posibles en los
procesos autoafines con incrementos independientes, el movimiento L-estable o proceso
estable de Pareto-Lévy que veremos posteriormente es el Unico proceso autoafin con
incrementos independientes que puede generalizar al movimiento browniano.

4. GENERALIZACIONES AUTOAFINES DEL MOVIMIENTO
BROWNIANO

El movimiento browniano clasico se define como un proceso que comienza en el origen
casi seguro, cuyos incrementos son independientes y estan idénticamente distribuidos
segin una normal con media cero y varianza proporcional al incremento temporal.

Definicion 4.1: Un movimiento browniano, BM (del inglés Brownian Motion), es un
proceso estocastico, {B(t): t> 0}, que comienza en el origen casi seguro y verifica:
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e El proceso tiene incrementos independientes.
e Vt>0Vh>0 B(t+th)-B(t)~ M(0,6° h)
Para =1 diremos que es un movimiento browniano estandar. L)

Como la distribuciéon de los incrementos del proceso so6lo depende del incremento
temporal, los incrementos son estacionarios y, en particular, se tiene:
B(t)~ N(0,c*t) Vt>0.

El siguiente teorema muestra que si en el movimiento browniano cambiamos la escala
temporal en un factor a>0 y la escala espacial en un factor a'”? se obtiene un proceso
indistinguible del original (Embrechts y Maejima 2000):

Teorema 4.2: Sean {B(t) t > 0} un movimiento browniano y a>0:
B(at) = a'?* B(t).
Es decir, el movimiento browniano es autoafin con exponente de autoafinidad 1/2. &

La dimension no entera de su grafo es otra caracteristica del movimiento browniano que
permite incluirlo dentro de los procesos fractales (Falconer 1990 pp. 244-245):

Proposicion 4.3: Sea {B(t): t>0} un movimiento browniano.
El grafo en el intervalo [0,1], casi seguro, tiene dimension de recuento por cajas
D=2-1/2=1.5 *

4.1. El Movimiento Browniano Fraccionario

El movimiento browniano fraccionario es la generalizacion del movimiento browniano
obtenida cuando suprimimos la independencia de sus incrementos y mantenemos la
normalidad de la distribucion que siguen, de forma que la varianza en vez de ser
proporcional al incremento temporal, h, lo es a una potencia suya, h*, donde el
exponente H, 0<H<I, recibe el nombre de indice del proceso.

Definicion 4.4 Un movimiento browniano fraccionario de indice H, O<H<I1, es un
proceso estocastico {By(t): t > 0} verificando:

e El proceso comienza en el origen casi seguro.

e Vt>0,Vh>0 By(t+h)-By(t) ~N(0,0% h*").
Para =1 diremos que es un movimiento browniano fraccionario estandar. £

Como la distribucion de los incrementos del proceso, al igual que en el clasico, solo
depende del incremento temporal, los incrementos son estacionarios y, en particular, se
tiene:

Bu(t)~ N(0,6% h*"), vt>0.

Cuando el indice del proceso toma el valor 2 el proceso coincide con el movimiento
browniano clasico, unico caso con incrementos independientes. En el resto de los casos,
los incrementos son dependientes y segun el tipo de dependencia se clasifican en:

e movimientos brownianos fraccionarios persistentes, > <H<I, en los cuales
los incrementos correspondientes a los intervalos [0,t] y [t,t+h] tienden a ser del
mismo signo, con lo que si ha crecido en un intervalo tiende a aumentar en el
siguiente, o a disminuir si ha decrecido en el otro.
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e movimientos brownianos fraccionarios anti-persistentes, 0<H<!2, en los
cuales los incrementos correspondientes a los intervalos [0,t] y [t,t+h] tienden a
ser de distinto signo, con lo que si ha crecido en un intervalo tiende a disminuir
en el siguiente, o a aumentar si ha decrecido en el otro.

La caracteristica fractal de invarianza de la distribucidon bajo un cambio adecuado de
escala en el tiempo y el espacio generaliza el resultado obtenido para el movimiento
browniano clasico (Embrechts y Maejima 2000):

Proposicion 4.5 Sean {By(t) t > 0} un movimiento browniano fraccionario de indice H
(0<H<1) y a>0.
Bi(at) = a" By(t).

Es decir, el movimiento browniano fraccionario es un proceso autoafin cuyo exponente
de autoafinidad coincide con el indice del proceso. £

La dimension no entera de su grafo es otra caracteristica fractal que el movimiento
browniano fraccionario comparte con el clasico (Falconer 1990 pp. 246-247):

Proposicion 4.6 Sea {By(t): t> 0} un movimiento browniano fraccionario de indice H.

El grafo en el intervalo [0,1], casi seguro, tiene dimensidon de recuento por cajas
D=2-H (1<D<2). &

4.2. El Movimiento L-estable o Proceso Estable de Pareto-Lévy

Como las distribuciones estables sean las tinicas posibles en los procesos autoafines con
incrementos independientes y estacionarios, el movimiento L-estable es el tunico
proceso con caracteristicas autoafines que puede generalizar al movimiento browniano.
Este proceso se obtiene al considerar que sus incrementos siguen una distribucion
estable con exponente caracteristico a, 0<a<2, en lugar de una distribucion normal que
es estable con a=2 (como se considera que no tiene tendencia, el pardmetro de
localizacion, p, que en la distribucion normal es la media, se toma como cero):

Definicion 4.7 Un movimiento L-estable o proceso estable de Pareto-Lévy es un
proceso estocastico {Lp(t): t= 0} que comienza en el origen (casi seguro) y verifica:

e El proceso tiene incrementos independientes.

o V=0, Vh> 0: Ly g(t+h)-Lep(t) ~ Se.p(0,y h). £

El parametro de escala de la distribucion, y, va a establecer la proporcionalidad de los
incrementos del movimiento L-estable con el incremento temporal, andlogamente al
movimiento browniano clédsico, Unico caso con varianza finita (a=2), donde con la
sustitucién y=07/2, la distribuciéon de los incrementos es normal con media cero y
varianza o’h. El exponente caracteristico del proceso coincide con el exponente
caracteristico de la distribuciéon, a y, por tanto, en un movimiento L-estable no
browniano, a<2, la varianza serd infinita. Ademas, como este exponente también
determina el tamano de las colas, las colas de un movimiento L-estable no browniano,
<2, seran mayores que en el movimiento browniano, o=2.
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Como los incrementos del proceso estan idénticamente distribuidos y so6lo dependen del
incremento temporal, los incrementos del proceso son estacionarios y, al comenzar en el
origen, se tiene:
Log(t) ~ Sep(0,y 1), V t=0.

Como dentro de los procesos de Lévy autoafines la distribucion tiene que ser
estrictamente estable y cuando a es igual a uno la distribucion es estrictamente estable
so6lo si es simétrica, vamos a imponer que en este caso lo sea (si el exponente
caracteristico de la distribucion es distinto de uno siempre es estrictamente estable, ya
que el parametro de localizacion, p, es cero):

Proposicion 4.8 Sean {L,g(t): t= 0} un movimiento L-estable con exponente
caracteristico o, simétrico para a=1, y a>0:
Lop(t)=a " “Lopat)

Es decir, el proceso es autoafin con exponente de autoafinidad H=1/c. &

La dimension de los registros temporales del movimiento L-estable nos interesa en el
caso 1<a<2, donde el proceso tiene esperanza finita, ya que en el caso 0<a<l, donde la
esperanza es infinita, este grafo tiene dimension uno (Falconer 1990 pg. 249-250):

Proposicion 3.14 Sea {L.: t> 0} un movimiento L-estable con esperanza finita, 1<a<2:

El grafo en el intervalo [0,1], casi seguro, tiene dimension de recuento por cajas
D=2-1/0=2-H,
con H el exponente de autoafinidad del proceso. &

5. CONCLUSIONES

Para describir la autoafinidad observada en la serie Ibex35, figura 3, un proceso que
explique el comportamiento de la serie Ibex35 tiene que ser autoafin.

Como en un proceso autoafin las covarianzas entre los distintos instantes del proceso
solo tienen sentido cuando la varianza es finita y éstas Unicamente dependen del
exponente de autoafinidad del proceso, modelizamos la dependencia observada en la
serie Ibex35, mediante un movimiento browniano fraccionario, cuyo grafo tiene
dimension de recuento por cajas D=2-H, donde H es el exponente de autoafinidad del
proceso. La dimension obtenida empiricamente, D=1.366310.0202, corresponde a un
exponente de autoafinidad H = 2-D = 0.6337 £ 0.0202, que a su vez corresponde a un
movimiento browniano fraccionario persistente con el mismo indice, en el cual la
dependencia no llega a desaparecer.

Tanto las diferencias observadas entre la distribucion empirica de los incrementos de la
serie Ibex35 y la distribucion correspondiente a una normal, como la inestabilidad de la
varianza no se pueden modelizar mediante un movimiento browniano, cldsico o
fraccionario, ya que la distribucion de sus incrementos es una normal y la varianza es
proporcional al incremento temporal o a una potencia suya. Por lo que combinamos el
movimiento browniano fraccionario con un movimiento L-estable. Estos movimientos
tienen grafos con dimension de recuento por cajas D=2-1/a, donde o es el exponente
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caracteristico del proceso, por lo que la dimensidon obtenida empiricamente corresponde

. 1
a un exponente caracteristico « :ﬁ =1.5780£0.0520, que es menor que 2 y a su

vez corresponde a una distribucion estable no normal con esperanza finita y varianza
infinita; lo que explicaria el tamafo de las colas y la inestabilidad de la varianza.
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